Geszti Tamas: TERMODINAMIKA

4. A MASODIK FOTETEL MATEMATIKAI KIAKNAZASA

Ahogy méar a Carnot-korfolyamatrol szolo fejezetbdl is kideriilt, a mésodik
fotétel sokkal tobb, mint az irreverzibilitas puszta kimondasa: annak, hogy
az adiabatikus folyamatokkal elérheto és el nem érhet6 allapotokat egy feliilet
valasztja el egymastol, amelyen az allapotnak egy bizonyos egyértéki fliggvénye,
az entropia allando értéket vesz fel, messzemenden nemtrivialis kovetkezményei
vannak. Ezeket tekintjik at most az eddigieknél részletesebben.

Az egyensiilyi allapotokat teljesen meghatarozza pl. az extenziv allapot-
hatérozok teljes rendszere: U, V,{N;}, tehét egyensiilyban az entrépia ezen
véaltozok fiiggvényeként adhaté meg: S = S(U,V,{N;}). Ezt a fiiggvényt
valtozoinak lassu valtoztatasaval: az elvben tetszoleges pontossdgban meg-
valdsithato kvazisztatikus, kozelitoleg reverzibilis folyamatokkal lehet kimérni,
felhasznalva, hogy ilyen folyamatokra DQ = T'dS. A fentemlitett valasztofeliileteken
S = const, kovetkezésképpen DQ = 0, vagyis ezek a feliiletek egybeesnek az
els6 fotétellel kapcsolatban definialt adiabatdkkal.

Az S(U,V,{N;}) figgvény létezésének a § dS = 0 korintegralos feltétel
alakjaban valé kihasznaldsara elegend6 példa maga a Carnot-féle korfolya-
mat, a maga fontos kovetkezményeivel. A feltétel differencialis alakjanak ki-
akndzdsara térjiink at az U, V valtozékrél a T, V véltozdkra (az {N;} = const
mennyiségeket most nem kell kiirni), és szamoljuk ki részletesen a

0*S/OVOT = 9*S/oToV

egyenlet kovetkezményeit. Megmutatjuk, hogy a fontos (OU/OV)r men-
nyiséget, amely a molekuldk kozotti belsé erdk ellenében végzett munka
mértéke, a fenti egyenlet segitségével ki lehet szamitani a p(T, N/V') allapot-

egyenletbdl:
oU dp
T 1%




A levezetéshez frjuk ki S megvaltozasat a T, V valtozékban: dS = DQ/T =
(dU + pdV') /T, amibdl az elsé parcidlis derivaltak:

(), = 5((G), )
(), = 7(i7).

Ebbdl kiszamitva a keresztbevett masodik parcialis derivaltakat és fel-
hasznélva U(V,T) keresztbevett parcidlisainak egyenléségét, kapjuk a fenti
bekeretezett eredményt.

Idedlis gazra a pV = NRT A&llapotegyenletbdl T'(0p/0T )y = p, ezért
ilyen rendszerre (OU/OV')r = 0, amit eddig a Joule-Gay-Lussac kisérletre és
a hozza csatlakozo kvalitativ meggondolasra hivatkozva tudhattunk. Most
kideriilt, hogy a bels6 erck hidnya a masodik fotételen keresztiil ,,bele van
kédolva” az idedlis gaz allapotegyenletébe.

A bekeretezett egyenletet visszahelyettesitve (0S/0V )y kifejezésébe és
felhasznédlva a (OU/O0T)y = Cy definiciét, az entrépia megvaltozasara ez
adédik:

. dp Cy
dsS = <8T>VdV+ T dT’,

vagyis az entrépia valtozédsait egy mechanikai (nyomads) és egy kalorimetrids
(hékapacitas) méréshol kaphatjuk meg.

Idedlis gazra (OU/OV)r = 0 miatt (OU/0T)y = Cy = Ncy fliggetlen a
térfogattol (cy(T) a mélho, amely az idedlis gédz molekuldinak belsé ger-
jesztésein keresztiil a kémiai részletekre érzékeny), tovdbba (Op/0T)y =
p/T = NR/V, ami fiiggetlen a hdmérséklettdl, igy a fenti egyenletet kiilon
integralhatjuk V' és T szerint. Az eredményben szerepel egy integracids
allando, amelybdl levalasztunk egy —NRIn N tagot, hogy a végeredményt
igy irhassuk:

Sid. géz = N[SO + Rln(%) n /OT CVJ(?/V) dT’],

ami explicite tiikkrozi, hogy homogén, adott N/V molaris koncentraciéju




anyagban az entrépia ardnyos az anyagmennyiséggel. Az idealis gaz ter-
modinamikéjara a késobbiekben még visszatériink.

e A keresztbevett parcidlis derivaltak egyenléségén (a Maxwell-reldcidkon)
alapuld médszernek oériasi hajlékonysagot ad a termodinamikai potencialok
felhasznalasa, mivel ezek valamennyien allapotfiiggvények, amelyek mas
és mas valtozoktdl fiiggve, mas és mas Maxwell-relaciékat szolgaltatnak.
Egy fontos, de méréssel vagy mikroszképikus elmélettel (statisztikus
fizikdval) nehezen megkaphaté mennyiséget gyakran ezek segitségével
fejezhetiink ki baratsagosabb adatok segitségével.

Foglaljuk 6ssze a formuldkat, a T, p, S,V véltozdkra szoritkozva (mas
véltozdkra vald kiterjesztés sem nehezebb), és igyekezziink jol megje-
gyezni az el6jelekben megnyilvdnulé szabdlyossagokat (az S <« T ill
V «— p valtozdeserével kapcsolatos jelvaltast):

, 3 or\  (op
U(S,V) : dU = TdS — pdV = (a_> = (85)
S \%
_ . ST — 95) _(9p
F(T,V)=U-TS: dF=-8dT —pdV = <a )T_<8T>V

H(S,p)=U+pV: dH=TdS+Vdp = <8_T> :<3_V>
s p

G(T,p) =U-TS+pV : dG = -SdT+Vdp = 03 - — v
). or
P

Ezeket a késébbiekben még sokszor fogjuk hasznalni.

e A termodinamika matematikai eszkoztaranak nélkiilozhetetlen részét
képezik még a Jacobi-determindnsok, amelyek a Maxwell-relaciokkal
nem kezelhet6 valtozohelyettesitéseket teszik lehetové:
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u,v) _ ‘(%/aiﬂ)y (Ou/0y).
oz, y) (0v/0x), (9v/0y).

Az alkalmazasok az alabbi tulajdonsagokon alapulnak:

O(u,v)  O(u,v) d(s,t)
Ox,y)  A(s,t) Az, y)’

0(u,v) _ (v, u) _ Ou
d(z,v)  I(v,x) Oz v'

Példaképpen alljon itt egy sokszor hasznalt Jacobi-determinans:

o(S,V) _ |(8S/0T), (8S/dp)r
o(T,p)  |(V/OT), (9V/Op)r

C,/T —Va

Vo KT

(o )

ahol a jobb felsd sarok kiszamitasanal igénybe vettiink egy Maxwell-
relaciot.

Az eddigiekbdl két alapveto eredmény kaphatd. Az egyik a kétféle fajho
kiilonbsége:

a(S, V) 0(S,V) o(T,p) —VEkrp TVa?y —1
Cv (T, V) a(T,p) o(T,V) T (Op Kr )V/fT
vagyis
T 2
c,—c, =10
KT

a masik a kétféle kompresszibilitds aranya: az adiabatikus kompresszi-
bilitds kg = (—1/V)(0V/0p)S definicidjat célbavéve

) = — = —Kp—o,
op T

% ov,s) oW, S)ov,1)op,T) Cy T
OS5y oV T)ap,T)op,S) T ~Cy



amibdl

Hs/HT = Cv/cp.

A homogenitas kérdése tobb, mint matematika. Arrdl van sz, hogy
homogén, adott homérsékletii, nyomasi, koncentraciéji anyag entropiaja,
energidja, térfogata és az egyes komponensek mennyisége (mélszdma)
aranyos a teljes anyagmennyiséggel: két liter tej energiaja, entrépidja,
térfogata, Osszetevoinek mennyisége kétszer annyi, mint egy liter tejé.
Ez azonban fizikailag korantsem trivialis! Az energia, anyagmennyiség
és térfogat egy része a feliillethez kotodik, igy a homogenitas eleve
csak a nagy térfogat, elhanyagolhato feliilet hataresetében valésulhat
meg. Az energiaba kiilon nem-additiv jarulékot adhatnak hossziatavia
er6k, amelyek altaldban (pl. egy elektrolit-oldat-beli szabad toltések
Coulomb-koélesonhatdsa) az ellentétes toltések altal learnyékolodnak,
de pl. gravitacioval ez nem torténik meg. A legkevésbé , természetes”
mégis az entrépia linedris novekedése az anyag mennyiségével, ami csak
a kvantummechanika alapjan érthet6: kiillonbo6z6 anyagokat 0sszeontve
a keveredés entropianovekedést okoz, de azonos anyag mennyiségét
novelve nem torténik keveredés, mivel az azonos molekuldk megkiilonboz-
tethetetlenek, helycseréjiitkkel nem jon létre 1j mikroszképikus allapot!
Gibbs géniuszat dicséri, hogy a leselkedd ellentmondést felismerte, és
az akkor még nem létez6 kvantummechanika hianyaban is megadta a
helyes megoldast: az entropia homogenitdsanak elfogadasat.

Ha elfogadtuk a fizikailag indokolt homogenitéds tulajdonsigat, kézen-
fekvé ennek az a matematikai kifejezése, hogy az U(S,V, N;) fliggvény
homogén els6foku:

amibdl Euler nyoman A szerint derivalva, majd A = 1-et véve, adodik:

oUu oUu oUu
%SjLWVjLZ:a—NZN" = U.

Felhasznélva U parcialis derivaltjainak ismert jelentését, megkapjuk a
termodinamikai Euler-reldciot:



U=TS—pV+> ;.

Felhasznalva a szabadentalpia G = U—TS+pV definiciéjat, eredményiinket
Gibbs és Duhem nyoman igy is irhatjuk:

G = Z i N,

ami arra utal, hogy a komponensek kémiai potencialjai nem fliggetlenek,
hiszen 6sszegiik kotott!. Egyetlen komponens esetén ez a fontos osszefiiggés

adédik:

_E_U—TSerV
ILL_N_ N )

ami arra utal, hogy a kémiai potencial akkor alacsony, ha az energia
kicsi, vagy az entrdopia nagy: ezért aramlik az anyag olyan koriillmények
felé, ahol entrépidja novekedhet, pl. ahol higabb oldatba keriilhet.

A fenti Gibbs-Duhem 0sszefiiggést atirhatjuk a szokdsosabb differencialis
alakra is, felhasznédlva G differencialjanak régebbrol ismert alakjat:

dG = "(wdN; + Ndp;) = —SdT + Vdp+ Y judN,

)

kiejtve a kiesé tagokat, megkapjuk a fontos

> Nidp; = —S8dT + Vdp

Gibbs-Duhem reldciot, ami a diffiziot, kémiai reakciokat, fazisatalakulasokat
hajté kémiai potencidl valtozasok koziil 16vi ki a nem fliggetleneket.
Egykomponensii rendszer esetén bevezetve az s = S/N moldris entrépidt

és a v = V/N moltérfogatot, ezt kapjuk:

Wegyiik észre, hogy a jobboldal csak latszélag linedris fiiggvénye az N; mélszdmoknak,
hiszen a kémiai potencialok maguk is fliggnek a keverési aranyoktol!



dp = —sdT' + vdp |.

AZ EGYENSULY STABILITASA

Térjiink vissza a korabban megismert egyensilyfeltételekhez. Ezek vala-
milyen allapotfiiggvény szélséértékéhez kapcsolédnak, amelynek elérését elsé
derivaljainak eltiinésén ellenorizziik. Az egyensuly stabilitdsa azon mulik,
hogy az illet$ fiiggvénynek valéban a megkivént irdnyu szélséértéke van (az
entropianak maximuma, a tobbi potencidloknak a feltételeknek megfelelden
minimuma).

Akarcsak az egyensulyfeltételeknél, a végsé eredmény fliggetlen attol,
hogy milyen feltételrendszerbol indulunk ki. Valasszuk kiindulasul a szokasos,
egy végtelen kiterjedésti, allapotat kvéazisztatikusan valtoztato tartéllyal osszezart
rendszert. A tartdly hémérséklete Tyiss, nyomasa priss, az i-edik kompo-
nens kémiai potencidlja pf#*%. Ha az igy Osszetett rendszer izoldlt, akkor

egyensulyanak a teljes entropia maximuma felel meg;:

Steljes = S + Skiuss = maximum

az aldbbi mellékfeltételek mellett:
Utetjes = U + Upiiss = const,
Vieljes =V + Vkiiss = const,
Nfeljes — N, + NFilss ;.

Ha egyensilyban Sicjes maximélis, akkor az egyensilybdl elmozdulva
csokken:

5Steljes = 05 + 55’191%56
= 05+ (6Ukiitss + Driitss® Viiitss — Z uliilsd § \kils6)

kilsé

= 05— !

kilsé

(6U + prinssdV — Y _ uf "6 N;) < 0,
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ahol a kiils6 tartalyra alkalmaztuk a kvazisztatikussaghdl ered6 formuldkat
és kihasznaltuk a mellékfeltételeket.

Most fejtsiik sorba a minket érdekld részrendszerre vonatkozo dU-t az
egyensuly koril: 06U =~ T6S — pdV + > u;0N; + 6°U, ahol T, p és p; a
részrendszer homérséklete, nyomésa ill. i-edik komponensének kémiai po-
tencidlja az egyensilyban, 6*U pedig a sorfejtés kvadratikus tagjait jeloli.
Visszahelyettesitve 05jes fenti formuldjdba, ismét latjuk, hogy az egyensuly
feltétele a linedris tagok kiejtése: T' = Thrinss, P = Prinss, ti = pUFi%; ha ez
teljesiil, akkor végiil ez adddik:

1
5Steljes ~ _T 52U7

amibOl az egyensily stabilitasanak feltétele

52U > 0.

A stabilitasfeltétel kovetkezményeinek felderitésében 62U-t bdarmilyen ter-
modinamikai valtozok teljes rendszerének fiiggvényeként tekinthetjiik. Meg-
maradva az eddig haszndlt extenziv valtozoknal, ha a rendszer komponen-
seinek szdma c, akkor a 62U (S, V, { N;}) kvadratikus alak 2+ valtozé fiiggvénye.
A porzitiv definitivitdas matematikai feltétele az, hogy a masodik derivaltak
matrixanak 2-+c aldetermindnsa pozitiv legyen. Els6 valtozénak viszont sorra
akarmelyiket valaszthatjuk, igy konnyebben kezelhet6 ekvivalens feltételt je-
lent az egy-egy valtozé szerinti masodik parcidlis derivaltak pozitivitdsa:?

U _or _ T _
052~ 95 Oy

amibol kovetkezik a fajhé pozitivitasa: Cy > 0;

0,

’U  0(-p) 1

ov: OV Vkg
amibdl kovetkezik az adiabatikus kompresszibilitas pozitivitasa: kg > 0;
végiil

ON;  ON;

2Ttt a vége az el6addsban el nem hangzott levezetésnek!

> 0, Vi.




Ha S, V, {N;} helyett T, p, {N;} valtozékban fejtjitk sorba dU-t, akkor
ugyanigy addodik

C,>0

és

kr > 0.

Ha a fentiekhez hozzdvessziik a korabbiakban megismert C, — Cy =
TVa?/kr és kr/ks = C,/Cy Osszefiiggéseket, akkor a stabilitast kifejezd
egyenlotlenségeket a kovetkezokkel egészithetjiik ki:

Cp > Ov,

KT > Kg.

A stabilitasfeltételek nem trividlisak! Ez tobbféleképpen szemléltetheto:

1. FAZISSTABILITAS

Koriilottiink gyakran jonnek létre termodinamikailag nem stabil rend-
szerek, amelyekben ilyenkor fazisszétvalds megy végbe:

e Ha a hékapacitds negativ, a hémérséklet véletlen inhomogenitéasai
kisimulas helyett felerésodnek: a hidegebb részek héfelvétellel tovabb
hiilnek, a melegebb részek héleadassal tovabb melegednek, mig
végiil a meleg részek pl. kristdlybol folyadékka majd gézzé alakul-
nak, a hideg részek pedig gbézbol folyadékka majd kristallya: a
kezdetben egynemi anyag kiilonb6z6 halmazallapoti részekre esik
szét.

e Ha a kompresszibilitas negativ, a stirtiség véletlen inhomogenitasai
er6sodnek fel: a ritkabb részeknek nagyobb, a stirtibbeknek kisebb
lesz a nyomdsa, ami a ritkabb részek kitagulasat, a stirtibbek
osszenyomodasat inditja el: az anyag ritka és strii részekre esik
szét, pl. egy g6zbol cseppek kondenzacidja indul meg.

e Ha egy oldott anyag kémiai potencialja a koncentracié névekedésével
csokken, akkor az anyag oda aramlik at, ahol mar nagy a kon-
centracidja: a kezdetben homogén oldat (6tvozet) szétesik nagy és



kis koncentracioju részekre. Az anyagtudomany egyik jelentékeny
feladata ilyen széteséstol megvédeni a termodinamikailag instabil
allapotban befagyott 6tvozeteket.

2. LE CHATELIER-ELV: Stabil rendszernek idoben dllando kérnyezettol

érkezd hatdsra adott intenziv vdlasza csokkenti a hatdst.

Ez legegyszertibb formajaban a fajhdk ill. a kompresszibilitasok pozi-
tivitasabol kovetkezik: az allandé meleg kornyezetbdl bearamlo hotol a
pozitiv hékapacitdsu test felmelegszik, ami csokkenti a hobearamlast;
az allanddéan nagy nyomasu kornyezet hatasara osszenyomodd pozitiv
kompresszibilitasu test nyoméasa megno, ami gatolja tovabbi Gsszenyo-
modésat.

Kémiai reakcidékra kiterjesztve az elv azt mondja, hogy pl. egy adott
iranyban egzoterm (hétermeld) reakcié egyensilya melegités hatdsara
visszafelé mozdul el, ami csokkenti a melegités hatasat. Ez a kémiai
egyensulyok (,,a tomeghatas torvénye”) termodinamikai elemzésével bi-
zonyithaté be.

3. LE CHATELIER-BRAUN ELV: stabil rendszernek a Le Chatelier-elvben
emlitett intenziv vdlasza erosebb, ha a kornyezet extenziv kényszeren
keresztil hat, mint ha a kényszer intenziv: az intenziv kornyezet (pl.
termosztat) ,,ldgyabb” | tobb kitérést enged, mint az extenziv kérnyezet
(pl. hoszigetelés).

Ennek tartalma a C, > Cy, ky > kg egyenlttlenségekbdl kovetkezik,
amelyeket gy is lehet irni: (97/0S)y > (91/0S5),, ill. |(Op/OV)s| >
(Op/OV ).
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